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In questo studio ci proponiamo di descrivere e commentare un esperimento che studieremo
nell’ambito della Meccanica quantistica: e il “Flusso di particelle attraverso uno schermo
dotato di fessure”.

Nella INTRODUZIONE presentiamo sinteticamente, per punti, innanzitutto le equazioni,
le definizioni e i concetti della Meccanica di Schrodinger di cui ci serviremo per descriverlo
e, di seguito, il dispositivo sperimentale e ’esperimento.

Nelle successive SEZIONI LII e III viene presentata in dettaglio la trattazione matematica
dell’esperimento.

INTRODUZIONE

1) La v (R,t), soluzione dell’equazione di Schrédinger nelle coordinate R, spesso denomi-
nata funzione d’onda nelle coordinate

(—ZTLVR)Q

R=x,y,2 (1)

2m0
¢ una funzione complessa di variabile reale che descrive, nello spazio di Hilbert, lo stato del
sistema costituito da una particella di massa mg dotata di energia cinetica (—ihVg)?/2mq

e di energia potenziale V(R).
Il termine —ihVy = —ih% = —iha%, —iha%, —ih% ¢ la rappresentazione dell’operatore

momento P nella base costituita dagli autovettori dell’operatore posizione R.

Secondo I'Interpretazione di Copenhagen la quantitd ¥*(R,t)1(R,t)dR rappresenta la
probabilita che, a seguito di una misura, la particella avente massa mg venga trovata
nell’intorno dR della posizione R all’istante ¢; la quantita ¢*(R,t)1(R,t) ¢ la corrispon-
dente densita di probabilitdh mentre la funzione d’onda v(R,t) & definita come ampiezza
di probabilita della posizione della particella.

La ¢(p,t), soluzione dell’equazione di Schrédinger nei momenti p, spesso denominata fun-
zione d’onda nei momenti

2 g
L , o Oet)
2m0§0(p7 t) + V(ZhVP)(:O(pv t) ih ot =0 y P =Dz,Py,Pz (2)

¢ una funzione complessa di variabile reale che descrive, nello spazio di Hilbert, lo stato
del sistema costituito da una particella di massa mg dotata di energia cinetica p?/2mg e
di energia potenziale V(ihVp).

Il termine ihVp = ih-ZL = ih=2-,ih-2, ih-2- ¢ la rappresentazione dell’operatore posizio-
op Ops’ apy ’ Op.

ne R nella base costituita dagli autovettori dell’operatore momento p.

Secondo I'Interpretazone di Copenhagen la quantita ¢*(p,t)p(p, t)dp, rappresenta la pro-
babilita che, a seguito di una misura, la particella avente massa mg venga trovata nell’intor-
no dp del momento p all’istante ¢; la quantita ¢*(p,t)¢(P,t) ¢ la corrispondente densita di
probabilita mentre la funzione d’onda (P, t) viene definita come I’ampiezza di probabilita
del momento della particella.

Nel seguito di questa Introduzione considereremo una versione monodimensionale di quanto
si & detto finora: Y(R,t) — Y(x,t) ;  ©([@,t) = ©(ps,t).
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2) Le ¢(x,t) e p(pg,t) che prenderemo in considerazione sono del tipo “a pacchetto d’onde”
cosl detto perché e il risultato della combinazione di onde dotate di diversa ampiezza,
frequenza e fase che si sommano in modo da interferire in modo costruttivo in una regione
limitata dello spazio e in modo distruttivo altrove.

Un pacchetto d’onde descrive la distribuzione spaziale dell’ampiezza di probabilita della
posizione di una particella se stiamo considerando I’eq. (1), o del momento di una particella
se stiamo considerando l'eq. (2).

3) Nell’Appendice A, che tratta di alcune proprieta della trasformazione di Fourier, viene
mostrato che per una generica coppia di funzioni Fourier-coniugate, come lo sono le (A2)
e (A3) che qui riportiamo (T = x1, 22,23 € T = y1, Y2, Y3)

1

Y(T) = / e@eVTdy 5 oY) = !

(2m)?

/ Y(T)e” Y TdT (3)
. F _
Y(T) —— »(y)
vale la relazione (A39) che qui riportiamo (il soprassegno sull’indice ripetuto & sta a indicare
che non vi ¢ somma su k):

1
Daghyp=5 5 k=123 (4)

In essa Az e Ay indicano la deviazione standard di zp e yi cioe misurano la estensione
di =i e yx attorno al valor medio del dominio di definizione rispettivamente di (Z) e ¢ (7).

4) Nell’Appendice B viene mostrato che la ¥(z,t) e la ¢(py, t), versioni monodimensionali
delle ¥)(R,t) e p(p,t) espresse dalle (B1) e (B2) che qui riportiamo

jw

m@ozi—/mpm@ﬁ@; R=a,y2 ; [¥]=|lunghezza]”

jw

w(ﬁ,t)z—éftb(ﬁt)e_i%'ﬁd ; D=Dapy,be ;o] = [momento]”

costituiscono, in ogni istante ¢, una coppia di funzioni Fourier-coniugate:

_’F
Y(x,t) <« @(pa,t)
e Notiamo che al prodotto scalare 7 che compare negli esponenziali delle (3) corrisponde
il prodotto scalare £ =R che compare negli esponenziali delle (5). Questa corrispondenza,
nello spazio monodimensionale che stiamo considerando in questa Introduzione, diventa
Dz
YLy e (6)
5) Se ora consideriamo la proprieta delle funzioni Fourier-coniugate espressa dalla (4),
assumiamo in essa k = 1 e, in accordo con la (6), poniamo x1 = x e y; = p,/h otteniamo
Dx 1
A N— > —
h — 2

ovvero

1
Az Apy > ih (7)

che ¢ il Principio di Indeterminazione di Heisenberg.
In esso Az e Ap, indicano la deviazione standard di = e p, cioé misurano la estensione di x
e p; attorno al valor medio del dominio di definizione rispettivamente di ©(z,t) e p(ps,t).
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6) L’esperimento che ci proponiamo di descrivere consiste nell’invio di numerose particelle
di massa mg (anche una alla volta) verso uno schermo S dotato di due fessure; alcune
particelle passeranno attraverso le fessure, altre verranno bloccate da S.

7) Le particelle che passano attraverso I'una o ’altra delle due fessure vengono raccolte da
uno schermo di raccolta R impattando sul quale le particelle lasciano un segno luminoso
visibile.

8) L’esperimento viene ripetuto piu volte mantenendo invariati il dispositivo sperimentale

e le modalita dell’esecuzione (punti 6 e 7) ma modificando ogni volta il valore mg che potra
aumentare o diminuire.

9) Riscriviamo il Principio di indeterminazione nel modo seguente:

Aaz>1 h

Z 5 A 1 Dzx=mMoUy
2 mOAvx ’

10) All’aumentare di mg corrisponde una diminuzione di Az cosicché il pacchetto d’onde
associato a ogni particella subisce una progressiva contrazione arrivando a passare attra-
verso 'una o l'altra delle due fessure dello schermo S e formando cosi, sullo schermo R,
immagini della densita di probabilita ¢*(x,t)i(z,t) del tipo di fig.1, Sezione III.
Immagini di questo tipo tendono, all’aumentare di mg, a rimanere pressocché invariate
in forma e a diventare sempre piu simili a quelle che compaiono nella descrizione che la
Meccanica classica fornisce per questo esperimento.

11) Al diminuire di mg corrisponde un aumento di Az cosicché il pacchetto d’onde associato
a ogni particella subisce una progressiva estensione arrivando a coprire entrambe le fessure
di S nelle quali entra dividendosi in due parti.

Si formano cosi due pacchetti d’onde che attraversano le fessure dello schermo S a valle del
quale, in accordo col Principio quantistico di sovrapposizione, formano uno stato singolo
in cui si genera il fenomeno dell’interferenza. Questa crea sullo schermo R zone nelle quali
le particelle non vanno quasi mai a finire, e quindi la probabilita di trovarle in quelle zone
¢ prossima a zero, intercalate da zone in cui la probabilita di trovarle ¢ maggiore di zero.
Nelle figure da 4 a 12, Sezione III, sono rappresentate le densita di probabilita per svariati
valori di mg.

e Notiamo che cio che viene diviso in due ¢ il pacchetto d’onde associato alla particella, e
non la particella stessa.

e Notiamo anche che, poiché Az arriva a coprire entrambe le fessure di S, diviene impos-
sibile determinare quale e la fessura attraverso cui ciascuna particella passa, e quindi la
traiettoria di ciascuna particella rimane imprecisata. Cio che I’esperimento ci permette di
conoscere ¢ il punto di arrivo di ogni particella sullo schermo R.

e Notiamo infine che la Meccanica di Schrodinger prevede la formazione di immagini della
densita di probabilita *(z,t)y(x,t) che, al diminuire di mg, tendono a diventare sempre
piu diverse da quelle previste dalla Meccanica classica. Questo ¢ dovuto al fatto che la
Meccanica di Schrodinger tratta pacchetti d’onde ciascuno dei quali, se my € abbastanza
piccola, entra in entrambe le fessure di S dividendosi in due parti che generano interferenza a
valle di S, mentre la Meccanica classica tratta particelle puntiformi che entrano o nell’una
o nell’altra fessura rimanendo integre quale che sia la loro massa, cosicché non si vede
come, a valle di S, possa formarsi alcunché in grado di dare origine ai fenomeni di natura
interferenziale del tipo di quelli che vengono osservati.

4
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12) L’esperienza mostra che le previsioni della Meccanica di Schrédinger sono corrette quali
che siano i valori di mg, mentre le previsioni della Meccanica classica sono corrette solo
per grandi valori di my.

13) Le Sezioni I e II che seguono contengono concetti, definizioni ed equazioni che verranno
utilizzati nella Sezione III, nella quale viene descritto in dettaglio matematico il flusso di
particelle attraverso uno schermo dotato di due fessure.

La Sezione I mostra come la Meccanica di Schrodinger descrive una particella libera.

La Sezione II si interessa al flusso di particelle attraverso uno schermo dotato di una sola
fessura.
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SEZIONE I - Particella libera

In Meccanica newtoniana la traiettoria di una particella libera, cioe non soggetta a forze,
¢ una retta sulla quale la particella si muove di moto uniforme. La retta passa per la
posizione Ry che la particella ha in un certo istante dal quale si comincia a contare il
tempo (istante iniziale ¢) e ha la direzione del momento lineare P, che la particella ha in
to e che, per definizione di particella libera, rimane costante al passare del tempo.
Assumendo un sistema di riferimento cartesiano ortogonale e facendo coincidere, per sem-
plicitd, la traiettoria della particella con I'asse x, si ha R = 10,0,0 e Py = Pzg, 0, 0.

Le quantita xo = z(to) € pzg = p=(to) sono le ben note “condizioni iniziali” arbitrariamente
prefissabili che intervengono nella integrazione delle equazioni differenziali del moto per
determinare in modo univoco 1’equazione oraria della particella.

In Meccanica di Hamilton-Jacobi si cerca di determinare non la traiettoria, ma lo stato
della particella, che e espresso nello spazio delle coordinate da una quantita scalare Sg
soluzione dell’equazione

1 (3572(93,t))2+ OSr(@:t) _

2mo ox ot

dove mg e la massa della particella.
E possibile definire lo stato della particella anche nello spazio dei momenti: ¢ una quantita
espressa dallo scalare S}, soluzione dell’equazione

AN

=0
2m0 ot

Fra Sr(z,t) e Sp(ps,t) esiste il legame della trasformata di Legendre

Sr(x,1) <= Sp(ps,t)

Una volta ottenuto Sk o S, e note le condizioni iniziali, ¢ possibile conoscere la traiettoria
della particella.

In Meccanica di Schrodinger lo stato probabilistico di una particella libera nella rappresen-
tazione monodimensionale delle coordinate e espresso, in un appropriato spazio di Hilbert,
in funzione della soluzione i (z,t) dell’equazione (v. il punto 1 dell’Introduzione)

2 2
WPt ()
2mg  Ox? ot

=0 ; V()=0 (1)

detta “ampiezza di probabilita di posizione”, mentre nella rappresentazione monodimen-
sionale dei momenti ¢ espresso in funzione della soluzione ¢(ps,t) della

2
P L 0p(pant) 5 0\ _
2m0<,0(px, t) —ih T =0 ; V(zh 3px) =0

detta “ampiezza di probabilita di momento”.
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Fra 1) e ¢ esiste la relazione
_’F
P(a,t) «— o(pe,t)

cioe la ¢ e la  sono, per ogni prefissato istante ¢, una coppia di funzioni Fourier-coniugate.
Tuttavia, diversamente da quanto succede in Meccanica classica, una volta determinato ¢
o ¢ la traiettoria della particella rimane sconosciuta, perché non e di essa che la Meccanica
di Schrodinger si occupa.

Cio che la Meccanica di Schrodinger nell’Interpretazione di Copenhagen ci consente di fare
¢ prevedere la probabilita che, effettuando in un certo istante ¢t una misura di posizione, la
particella venga trovata dotata di posizione compresa fra x e x + dz, oppure, effettuando
una misura di momento, la particella venga trovata dotata di momento compreso fra p, e
Pz + dps.

Tali probabilita sono espresse rispettivamente, come sappiamo, da ¥*(x,t)y(z,t)dx e
©*(pz, t)(pz, t)dps: si deve con cio intendere che, effettuando nel medesimo istante ¢ una
misura di posizione (momento) su un numero N di sistemi meccanici costituiti ciascuno da
una particella libera avente massa mg e identicamente preparati, il rapporto fra il numero
delle volte che a particella viene trovata nell’intervallo z H = + dz (o p, H p, + dp,) e il
numero N delle misure si approssima a ¢¥*(x, t)i(z, t)dz (0 ¢*(pz,t)e(pz,t)dps) al crescere
di N. In alternativa, se il dispositivo sperimentale rimane invariato dopo ciascuna misura,
si possono effettuare N misure su un medesimo dispositivo, come succede in questo studio.
Parlare di “sistemi identicamente preparati” riconduce al problema della introduzione delle
condizioni iniziali zg € pg,.

Le considerazioni che la meccanica di Schrédinger ci obbliga a fare in proposito sono assai
diverse da quelle della Meccanica classica, perché il Principio di Indeterminazione (v. 'eq.
(7) dell’Introduzione) ci consente di definire con precisione una sola di queste variabili, o
la posizione o il momento, e, dopo aver deciso quale ¢ la variabile che intendiamo definire
con precisione, ’altra variabile resta completamente indeterminata.

Fra queste due situazioni estreme

1) posizione determinata (Azp = 0); momento indeterminato (Ap,, — 00)

2) posizione indeterminata (Azy — 00); momento determinato (Ap,, = 0)

ve ne sono infinite altre possibili in cui sia la posizione che il momento sono indeterminati,
essendo le indeterminazioni legate fra loro dal Principio di Indeterminazione. Nello studio
che faremo ci riferiremo a una di queste ultime e assumeremo che la particella sia stata
preparata nell’istante iniziale in modo che sia

1 1
Az Ay, = ih = 5+ 1,054494- 10" ergsec = 0,527247 - 10~ 2 ergsec (2)
Una particella cosi caratterizzata ¢ detta trovarsi in uno stato di indeterminazione minima.

Le sue ampiezze di probabilita di posizione e momento iniziali sono, con le modifiche del
caso, le (A44) e (A45) dell’Appendice A nelle quali poniamo y = p/h:

(z—(x)0)? | i
B0y = YA T ey L (3)
(2m)L/2 Ay Viunghezza

e anche

B _ (2 —(we)0)® iy, —ps 1
VB sk @ope—(pa)o) | n

v, 0) = e ;
#(pa0) (2m)1/2 Apay v v momento
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In queste espressioni le quantita note sono (z)g e (p.)o, valori medi di posizione e momento
della particella in ¢ty = 0, mentre

Dwo =/ ((z0 = (@)0)?) 5 Dpzy = V{(Pxo — (P)0)?)

sono le corrispondenti deviazioni standard (v. eq. (A20) dell’Appendice A) per le quali vale
la (2). Se ora, in accordo col fatto che la probabilita che la particella si trovi in un punto
dello spazio ¢ pari a 1, imponiamo che sia

“+oo
/¢*($,0)¢($,0)d$ =1 (5)

otteniamo dalla (3)

+oo x—(x 2 +oo x—(x 2
A ! 2(22)02) _ \/EAAQZO - 2(22)02) T — < —t _
_— e 0 dr = —— e 0 d——"— dt =1
V21 Axg V2mAxg \/_Aaso \/_

— 00 — 00

“+o0
e percio, essendo \/1; f et dt = 1, si ha A =1 e, con ragionamenti simili, si ottiene anche

B = 1. Segue
1 _ g .
b(z,0) = e wanf TRO (6)
(2m)1/2 Axg
e
1 2o} L ()0 (pa—(pa)o)
()p(px’()) = (2 )I/QA 4(Apa)g (7)
T Do
Le densita di probabilita associate alle (6) e (7) sono
* 1 - (IQIX;) )02)2
Y*(z,0)¢(x,0) = me 0 (8)
0
1 _ (o= (px)0)?

gp*(px,O)QO(pan) — W@ 2(8pe)2 (9)
To

Ricordando 'espressione della densita di probabilita gaussiana

(z —m)*
flz) = e 20 (10)

o (z—m)?

+o0 +oo
L 2 g a— 1 2
/f I dx:ﬁfe 27 aT = L [etan
2ro 2ro V20 NS

— 00 — 00

dove m ¢ il valor medio e o ¢ la deviazione standard della variabile aleatoria z, si vede che
le (8) e (9) sono gaussiane centrate in (x)g e (ps)o-

* * *
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Una 9 (z,t) che sia soluzione della (1) e che abbia per ¢ = 0 le caratteristiche espresse
dalle (2), (6) e (7) & detta a gruppo d’onde, o pacchetto d’onde, monodimensionale a
indeterminazione minima.
Per gli istanti ¢ > 0 la 1) si ottiene dalla (B1) dell’Appendice B ponendo in essa R = x, 0,0
ep=ps 0,0 e assumendo

2
i s N
#(pat) = p(pa 0)eF 3 E= o= [g] = momento™!/? (11)
con ¢ (pg,0) espresso dalla (7), cosicché la (B1) diviene
T )
i (pan—L2 ;N
vt = 7= [on0)e T gy, =1 (12)
Sostituendo la (7) nella (12) si ottiene
+o0 , , )
oont) 1 /6—7@3(535’2 0 e+ (e ) "
’ Vh/(21)12 Ap,, ~

Ponendo 7 = p, — (ps)o si puo trasformare I’esponenziale nel modo che segue:

_(Pz—(Pz>0)2_1<1,> (p _<p > )+l PoT— P?; + _ n> —1<1’> +1( r— p% t)
e 74(AP:E)3 i3 0Pz x)0 i3 x 2mg —e 4(Ap$)g i3 oNTx Pz Zmg

Poiché p, = n + (pz)o segue

2 2
px 77 + pl’ 0
P2t = 5 t=(77+<px>o)93——( Pz )o) t
mo 2my
(pe)o n? (ps)2
—(z— =00y - T p g — 0y
(z o n ST + (pz)ox Sy

e quindi

(Pe —(Px) )2 i i p%
e_ﬁ_ﬁ<x>0(pm_<pm>0)+ﬁ(pg;x‘—2m0t) _

2 it 2. i _S{pzlo o (pz)2
)377 Zmoh +ﬁ(1’ (z)o mo t)ne_%( 2m00t_<p$>0‘r)

Notiamo che il secondo esponenziale a membro destro non dipende da 7 e percio:

o f (a2
—ﬁ< gpmoot—<pz>01’) +o0

e = e P e 4 ‘

it 1 2, i (pz)o
“Namertaa, 5z |1 tr e {z)o— 5 t)n
(2 on 4(Apm0)2)n ﬁ( {@)o 0 ) dn
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L’integrale a membro destro ¢ del tipo

+o0o
/e—a2p2+ibpdp: \/—7_?62522
a
percio
(Pa:)o
—ﬁ< Tmg LT <pz>0$) .
bl t) = & - VT (13)
Vh (2m)Y/2 Apy, @
essendo
it 1 it 1 Axg h
TN 2moh T A(Lpa)2 A\ 2moh R S | ERILD wey
mo ( px) mo 12a)? mo( 93)0
e

Ora osserviamo che
1 N 1 hy/m
VI P, 0 Vo0 P By gy [+ it
1 hy/m
\/(27r)1/2hApx0A$o VBZo\ 1+ g lrat
hy/m

/ (2r) 1/2p1 h\/Axo\/l-l—sz (Ax)gt

h

/(2r) 12521 \/Axo\/l-i-lzm (Ax)gt
vV (2W)1/2A$0\/1+2Wt

percio la (13) puo essere scritta cosi

b2

(Pa:)% t

(x,t) = e %(Q’” — )
\/ (271‘)1/2A{L'0\/1 +th

Segue
—(z—(w)o—E200¢)?

(B2)2+igh |
sty = L e ) o (tpator—"55tt) (14)

1/2
Vv (2m)1/2 Az \/1+th

Questa ¢ la soluzione a pacchetto d’onde della (1) che ci eravamo proposti di ottenere. Per
t = 0 coincide con la (6).

10
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Ora poniamo

{pz)o 1 (p2)3 2 ht
y C= ¢ x - ;d= (A y 9=
o l;c h(<p )oT 9mo t); d=(Dx)g s g 9o

a=z—(x)y; b=

cosicché gli esponenziali della (14) diventano

2 p2 _2qbt4c
2 .2 . _a” O —zadbwacg | ..
(a—b)? —(a—b)2 +4ic(d+ig) T e 4d 4d i

e 4(dfig) eic =e 4(d+1ig) =e 4d(1+ig) =e 14ig

Sostituendo i valori di a, b, ¢, d, g si ottiene

z—(z))2 T z i (p2)d
_ @0 (lotelgry 1 ((,)g0— 2200 y)

4(Ax)2  2mo(La)? 2mo
1 ¢ ez
Viat) = e — (15)
0 \/1 + th

che ¢ un altro modo di esprimere la (14).

Consideriamo nuovamente le posizioni precedenti salvo a, che ora diviene a = (z — (x)o —

%t) (cioe ingloba b), cosicché gli esponenziali della (14) possono essere scritti cosi

—a2d i ( 2 2 o )
—a? , —a2+44ic(d+ig) —a2(d—ig)+4ic(d2 +g2) 4d2(1+ﬁ) 442(1+ﬁ) a“g+4cd (1—|—d—2)
e3dFig) ' = ¢ 4(d+1ig) =e 4(d2+g2) =e a2’ e d2
e infine
, —a? ;’(ELZ_H_FC(LFﬁ))
Taray Hic ad(1+25) 1425 A4 a
edld+ig) ¢ = ¢ d2’ e 42

Sostituendo i valori di a, ¢, d, g si ottiene

(w—(w)o— {2210 4)2

4(Lx)? <1+7712162 )

4mg(A1’)g

1 e
1/2 : h
\/(27r) Axg \/1 + 272m0(AI)3t

2(x z)ot
1 (pe)or_ @0, Nt((2=(a)o)?+ 220 0el0t)
1+ R2¢2 h 2moh 8mo(Az)g

e 4Am3(La)g (16)

¢($7t) -

7

equivalente alla (14) ma riassemblata in modo da evidenziare, isolandolo, 1’esponenziale
immaginario. Le (14), (15) e (16) sono descrizioni equivalenti di un pacchetto d’onde
monodimensionale che per ¢t = 0 coincide con la (6).

Calcoliamo la densita di probabilita. Dalla (16) (che scegliamo fra le tre menzionate perché
facilita il calcolo) si ricava

(z—(w)o—Ll0 )2

2(Aa)? (14 —D2E2
e 0 4mg(Ax)g

(2m)1/2 Ax (1 + Fﬂitz)

4mg(A1’)g

Yrp(z,t) = (17)

11



E. Borghi - Flusso di particelle attraverso uno schermo dotato di fessure - Sezione I

Pert = 0la (17) € una gaussiana (v. eq. (10)) che negli istanti successivi tende ad allargarsi
e ad appiattirsi muovendosi con velocita (p;)o/mg sull’asse x.
Quanto piu piccola e la massa, tanto piu rapido e 'allargamento della gaussiana.

* * *

Abbiamo finora considerato un gruppo d’onde monodimensionale. Generalizzando a tre
dimensioni (v. eq. (A44) e (A45) dell’Appendice A) si ottengono, in corrispondenza delle
(6) e (7), le seguenti espressioni di pacchetti d’onda 3-dimensionali a indeterminazione
minima:

. 1 _(1’—<1’>0)2_(y—<y>0)2_(z—<z>0)2+i k>

¢(R7 0) = e 4(Ax)? 4(Ay)2 NS #(P)oR (]_8)
\/(277)3/2 VAN YANTRVAN
(Pa—(P2)0)®  (Py—(Py)0)® p2—(P:)0)® i =\ = =
¢(p,0) = ! e 4(Apz)§ B 4(Apy)% B 4(Apz)% —#(R)o-(P—(P)o)
) \/(271')3/2 APy ADyo APz,

(19)

con

ﬁEfL’,y,Z ; ppr,pyypz

ed espressioni analogamente costruite in corrispondenza delle (14), (15), (16).
Si ha anche:

1 1 1
AxoApgg = §h i AyolApy, = 573 i Azplpry = §h

12



E. Borghi - Flusso di particelle attraverso uno schermo dotato di fessure - Sezione I
SEZIONE II - Particella attraverso una fessura

In Meccanica newtoniana la traiettoria di una particella libera avente massa mg che nell’i-
stante iniziale ¢ = 0 si trova in un punto xy dell’asse x di una terna cartesiana ortogonale
e ha momento p,, > 0,p,, 7 0 ¢ una retta su cui la particella si muove nel verso delle x
crescenti.

/

\l

B
1@ o 7/
T J%

Se la traiettoria passa attraverso una fessura praticata su uno schermo, la particella at-
traversera la fessura e potra essere intercettata da una superficie rivelatrice posta a valle
dello schermo. Secondo la Meccanica newtoniana il punto in cui la particella viene rivelata
¢ quello in cui la traiettoria incontra la superficie rivelatrice.

Ci proponiamo ora di descrivere questo fenomeno in Meccanica di Schrodinger facendo
riferimento alla figura.

Innanzitutto, nel definire le condizioni iniziali, occorre tener conto del fatto che non e
possibile assumere per la posizione e il momento della particella valori iniziali precisi come si
fa in Meccanica newtoniana. Ripetendo ragionamenti gia fatti nel punto 2 dell’Introduzione
possiamo associare alla particella un pacchetto d’onde.

Il pacchetto d’onde che considereremo ¢ a indeterminazione minima e bidimensionale, es-
sendo esteso lungo ’asse x e lungo 1’asse y.

Riprendiamo in considerazione ’eq. (18) della sezione I che riscriviamo con riferimento allo
spazio bidimensionale

o) = T T e

V2 Axo Ay

Ponendo
()o=0 5 Wo=0 ; (pyo=0
e d=+2Azo = 2y si ottiene

24+y%
¢ aat twlpeor (1)

Y(x,y,0) =

1
d\/7
La 1 e la funzione d’onda bidimensionale di una particella che nell’istante ¢ = 0 puo essere
osservata il piu delle volte in un cerchio avente raggio d centrato nell’origine con momento

pz contenuto in un intervallo i/d centrato su (py)o € momento p, contenuto in un uguale
intervallo centrato su (py)o = 0.

13



E. Borghi - Flusso di particelle attraverso uno schermo dotato di fessure - Sezione I

La (1) puo essere fattorizzata

’QD(QZ, y) = ¢1’ (33, 0)¢y (yv 0)

essendo

z% i z
e_ﬁz—i_ﬁ@m)o ; @Dy(y,O) =

Yo (2,0) =

Tenendo presente la (16) della Sezione I si ottiene

(1, (Pm)Ot)Z

mo

2,2 ; (pe)?2 2
2d2 [ 1+ 2 i (Pz)oz ot htx
1 . ( + gdél) 1+ r242 ( h 2mgh + 2m0d4

NG \/1 it "

Yo (1) =

e, poiché (p,)o = 0, si ha anche

2
Yy

ihty2
24> <1+—"12t2 )

by (y,t) = ——= B et (14255 )
Y € 0
RV N

percio la funzione d’onda (o ampiezza di probabilita di posizione) della particella nello
spazio compreso fra lo schermo S dotato di foro e la superficie rivelatrice R & espressa da

2ot
(x_(pm>00 )2 4y2
5 £242 i (po)or  (Px)dt | Rea24y2)

m2d4
. e 0 2
dym 14 0L @)

Y(z,y,t) =

Questa e 'espressione di un pacchetto d’onde bidimensionale che per t = 0 soddisfa la (1).
La corrispondente densita di probabilita ¢ espressa da

(z— (Pa:)O t) +y

W“””M“%”W@Qinﬁded%+%f) W=t ®)

simile alla densita di probabilita gaussiana 2-dimensionale (x e y incorrelati)

T—m 2 (y—m )2
B 1 _ > 29:) _nyzy
f(xay) - i € Y
2M0 0y
_ {(pz)o _ _ h2t2 L he i —0il
con mg = M=t my =0 e 0y =0y = \/— 1+ mIdi- a (3) mostra che in ¢t = 0 il centro

della gaussiana, che coincide col suo valore massimo, ¢ localizzato nell’origine da dove, al
crescere del tempo, si sposta lungo l'asse x alla velocita (p;)o/mo.
In corrispondenza di un istante generico ¢ la gaussiana € centrata in z = (p,)ot/mo,y = 0.

14



E. Borghi - Flusso di particelle attraverso uno schermo dotato di fessure - Sezione I

La densita di probabilita che la particella venga rivelata al tempo t sulla superficie rive-
latrice R posta a distanza a dallo schermo S si ricava dalla (3) ed ¢ espressa da

Consideriamo l'istante tr in cui il centro del pacchetto d’onde raggiunge R. Tale istante e
espresso da

cioe dal rapporto fra lo spazio percorso dal centro del pacchetto nel suo movimento da S
a R e la velocita del pacchetto. Si ha allora la seguente densita di probabilita

2

_ y
d2 h%a? )
. Lo (gl
’QD (av Y, tR)/lvb(av Y, tR) - — 2 2
(14 o)
(pz)pd*
che, una volta normalizzata, diviene
2
_ y
. 1 d2 <1+ h%q? )
’QD (av Y, tR)/lvb(av Y, tR) = 7202 € <p$>gd4 (4)
Vrdy 1+ 75
e infatti, ponendo per semplicita
h
K= Hiadz ;  |[K] = adimensionale
Px)0
si ottiene
—+o00 —+o00o —+o00
/¢*¢d —1 / _#jﬂ)d 1 / _d2(1yjk2>d7y
= e =— [e
N e ="/ N
_ y
ovvero, ponendo £ = FNIENTE

+oo +oo
vy =2 [eie=1

15



E. Borghi - Flusso di particelle attraverso uno schermo dotato di fessure - Sezione I

Esempi

Nelle due figure che seguono la densita di probabilita (4) viene presentata assumendo per
entrambe i seguenti valori (unita CGS)

a=10 ; (U)o=10° ; d=10""
cosicché, essendo i = 1,054 - 10727 e p, = moldy, si ottiene

10—30

mo

K

Nella prima figura la massa ¢ 10g, nella seconda 10733g. Notiamo che, in accordo con la
Meccanica newtoniana, le particelle di grande massa si addensano tutte attorno allo 0; la
piccolissima dispersione ¢ dovuta a d = 1071,

Invece le particelle di piccolissima massa si disperdono grandemente (si noti che nella
seconda figura la scala delle y & 10 volte pit compressa che nella prima figura).

6 . . . . - 0.006 . . . . .
5t 1 0005 F 7
4 1 o004 F .
3t 1 0003 F .
2t 1 o002 f .
1 1 o0M F .
0 ' : ' ' 0 : ' '
-20 -10 0 10 20 200 -100 0 100 200
Fig.1; massa = 10 Fig.2; massa = 1040-33)
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E. Borghi - Flusso di particelle attraverso uno schermo dotato di fessure - Sezione III
SEZIONE III - Particella attraverso due fessure

Consideriamo ora un dispositivo sperimentale del tipo illustrato nella figura all’inizio della
sezione precedente, ma da questo differente perché dotato di due fessure centrate in y = %l
e —%l, e una particella libera avente massa mg in moto verso lo schermo S.

In Meccanica newtoniana la traiettoria della particella ¢ una retta che:

1) o passa per la prima fessura;

2) o passa per la seconda fessura;

3) o ¢ intercettata dallo schermo

Nei primi due casi la particella puo essere rivelata da una opportuna superficie sensibile
posta a valle di S. Il punto in cui la particella viene rivelata ¢ quello in cui la sua traiettoria
rettilinea incontra la superficie rivelatrice.

In Meccanica di Schrodinger, ripetendo ragionamenti gia fatti nella sezione II, associamo
alla particella un pacchetto d’onde bidimensionale il cui centro ¢ in moto verso S che e
collocato in x = 0. Il pacchetto viene separato dalle due fessure di questo dispositivo in due
parti cosicché in corrispondenza del piano dello schermo esso ¢ costituito da due pacchetti
d’onda bidimensionali. Indichiamo con 7 quello centrato in %l e con Yy quello centrato
in —%l . Tenendo presente la (1) della Sezione II si puo scrivere

1 @ ty—3D? o)
,9,0) = 2d2 padoz
¢1($ ) ) d\/’/—re e
1 = Htsd?
¢2(x7y70) == e 2d2 eﬁ<pa:>01’

dy/m

[’ampiezza di probabilita di posizione della particella nell’istante iniziale ¢ espressa da
(v. il punto 11 dell’Introduzione)

’QD(IL’,y,O) = %@bl + %/@DQ

All'istante t > 0 'ampiezza di probabilita della particella ¢ espressa da

1 1
ﬁwl(xayvt) + E@DQ(xayvt) (1)

e le due componenti ¥; e 19 si ricavano dalla (2) della Sezione II sostituendo in essa y
rispettivamente con y — %l ey—+ %l cosicché

Y(z,y,t) =

(px)ot
(z—B200)2 4 (y—41)°

2 2i2 ] z)0T (Pm>2t ﬁt(z2+(y_ll)2)
2d <1+T,Z 24) - <<p Joe ()it mea? g

/QD( t) 1 € 0 1+m2d4 0 +

x,y, = 'ht e :
dv2m 1+ nzod2
(Px)ot\2 102
(2= 22052+ (y+31)
2 _}12 2 ) (pz)oz (Pa:)zt ﬁt(m2+(y+ll)2)
2d <1+ mgtd4) }:2t2 ( PHO _ QmO% + - d42
]_ e 0 1_;’_ d4 o
+ — e | ™2
1
d\/2m 1+ i

17



E. Borghi - Flusso di particelle attraverso uno schermo dotato di fessure - Sezione III

In analogia con quanto si ¢ fatto nella sezione II siamo interessati a determinare la ¥ (x, y, t)

perz=aet=tr =a/({(ps)o/mo). Siha cosi:

}

+

ra(a?+(y+102)

+K

2(pg)od?

a2+(y+%l)2

- (y_%l)Z 2 1,42
2 2 l (pz)oa ha(a +(y—§l) )
2d2<1+7ha ) S {l + 7
1 e (pa)d® TR C Hrerod
e Pz
w(avyatR) d\/% 1+ iha € 0
<pa:>0d2
(y+30?
2 2 ) o
2d2<1+ h 02' 4) 7_:2 5 {%(pzﬁ)o +
1 e (Pz)od 1+%
+ \/— 7 e <pz>0d
A2 1+ —tha
+ <pa:>0d2
Per semplificare la scrittura poniamo
ha , .
K = ool ;  |K] = adimensionale
Px)0
Segue
(v=30* 2 1,92
TR (LKD) i 1 (pz)ga a”+—30
Y(a,y,tr) = - 1+K2{2 T
o dvor 1+iK
(y+51)2 1 (o)
s i Lwa)a
1 e2d2(1+K2) TRZ) 2 =

+ ;
dvor 1+:1K

Raccogliamo le costanti:

i1 (pz>oa+ iKa?
1 el1+K2 2 h 2(1+K2)d2

2d2

Y(a,y,tr) = ,
d/ 2w 1+1:K
 w=30? 4K (y—31? _ w+En? 4K (w+31)?
e 2d2 (1+K2) ' 1+K?2 242 +e 2d2 (1+K2) ' 1+ K2 242
Indichiamo con Ae’® la costante fuori dalle parentesi graffe essendo
1 . i ;(M)oa_'_ iKa?
A= . 1P _ p1+K22 h 2(14+K2)d2
T aen(itik) ¢ ¢
Segue:
, _ _wogb? | ik (w—3b? __wHgh? |k wigD?
¢(a’y’tR):A6“P e 2d2(1+K2) " 1+K2 242 +e 2d2 (1+K2) " 1+ K2 242
da cui
) @452y (A-iK) W4 a-iK)
@D(a,y,tR) = Ae'?{ e 2d2 (1+K?2) +e 2d2 (14 K2)
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E. Borghi - Flusso di particelle attraverso uno schermo dotato di fessure - Sezione III

Ovvero

o 1—iK 2, 12 l1(1—iK) __1(1-iK)

@D(a’y,tR) = Ae*e 2d2(1+K2)(y +z! ){62d2(1+K2)y +e 7%2(1_”(2)7;}
Poniamo ’
1—1K o] = L2
o= —": : ol =
22(1 + K2)

Segue

'QD((Z, Y, tR) = Aei(pe_a(yZ_'_%lZ)(eo‘ly + e—Oély)
La corrispondente densita di probabilita ¢ espressa da
¢*¢ — A*e—icpe—a*(y2+%l2)(ea*ly n e_a*ly)Aei‘Pe_O‘(?f-l-%lz)(ealy . e_aly)
ovvero

w*w _ |A|26—(a*+a)(y2+%l2)(e(a*—l-a)ly + e(a*—a)ly + e—(a*—a)ly + e—(a*—l—a)ly)
Poiché & .
1 ) . 1K
segue

_ vP+gt® ly iKly _ iKly 1y
Y = |A|26 2(1+K?) [ gd?(1+K?) 4 gd?(1+K?) 4 ¢ d2(+K?) ;g d2(1+K?)

= 2|A|2e” KT . n .

I _ l . Kl . Kl
e <ed2(1+K2)y +e ®a+rn?Y  aEarrnY 4o Zcl2(1+K2>y>

da cui infine

s i I K
* = 2,7 2arK2) v o ane
P p(y) = 2|Al%e + (cosh G K2)y + cos P KQ)y) (3)
con X
A2

= B+ KD
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Esempi.

Nelle dodici figure che seguono la densita di probabilita (3) viene presentata assumendo
una massa mg variabile da 10g a 107 33g

mo = 10;107*7;107°%; £.107%; £.107%; 2.107%%; 1.107%%; £107°%; £.107%0; L1073,

10771077
e i seguenti valori (unita CGS):
a=10 ; U)o=10° ; d=10"' ; 1=1
cosicché, essendo i = 1,054 - 10727 e p, = moldy, si ottiene

ha  1,054-10727.10 107%

K = = ~
(px>0d2 m0106 -10-2 mo

La costante 2|A|? ¢ stata posta per semplicitd uguale a 1.

Dalle figure risulta che la densita di probabilita della posizione che viene fornita dalla
Meccanica di Schrodinger per ogni particella inviata sulla superficie rivelatrice tende alla
previsione newtoniana (pur senza mai uguagliarla, perché per y = 0 ¢ 1)*1) # 0) fino a che
la massa si mantiene maggiore o uguale a 10~3g; al di sotto di questo valore la densita di
probabilita prende via via la forma di una figura di interferenza che, conviene sottolinearlo,
si forma anche se verso lo schermo dotato di fessure vengono lanciate particelle ad una ad
una. In questo caso la figura di interferenza diviene visibile in modo sempre pit netto al
crescere del numero delle particelle.

I:IE T T T T T UE T T T T T
Y1 ERE T ERERES B I I
0.e 1 he | 1
.35 . 0.35
0.3 F . 3
025 1 025 | .
0.2 r 1 0z r 1
115 . 015
01 F . 1
005 | 1 005 | .

I:I 1 1 1 1 1 1 1 |:| 1 1 1 1 1 1 1

-2 <15 -1 b5 0 0.5 1 15 2 -2 -15 -1 -05 1 0.5 1 15 2
Fig.1; maz=a=110 Fig.2; maz=sa = 10(-27)
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DE T T T T T DE T T T T
045 . 045 .
04 1 04 1
035 . 035 .
G . G .
025 | . 025 | .
02 1 02 1
015 F . 015 F .
01 F . 01 F .
005 | . 005 | .
|:| 1 1 1 1 1 1 1 |:| 1 1 1
2 15 -1 -5 L 0.5 1 1.5 2 2 15 -1 -5 L 0.5 1 1.5 2
Fig.4; massa = (1,210 -30)
I:IE T T T DE T T T T T T T
045 .
ne b i 0s .
0.35 .
04 F 1
03 F .
0.25 = 0.3 .
e -
0.15 1 bzr ’
Ly 1 01t :
005 | =
|:| 1 1 |:| 1 1 1 1 1 1 1
-2 15 -1 -05 0 0.5 1 1.5 2 2 15 -1 405 0 0.5 1 1.5 2
Fig.5; massa = (1,310 (-30) Fig.g, massa = (1/4)*10"-30}
DS‘ T T T T T T T 12 T T T T T T T
0.7 I .
e I .
05 . |
& | . .
0.3 F .
1z F .
01 | d 1 1
0 . . . . .
-2 1.5 -1 4= Il .5 1 1.5 2 P

Fig.7; massa = (1/5)"104(-30) Fig.&; massa = (1/8)*10"(-30)

21



E. Borghi - Flusso di particelle attraverso uno schermo dotato di fessure - Sezione III

0.8 . 0.8
06 . 0.6
04 - 0.4
02t . 0.2
D 1 1 1 1 1 1 1 D
-2 <15 -1 H5 0 0.5 1 15 2
Fig.9; massa = (1/7"104(-30) Fig.10; massa = (1/8)*10%(-30)

T 2 T T T T
18 F .

16 F L

] 1.4 F .

1 12 1

J 1k 4

| 08 - -

06 [ 1

| 0.4 f 4
I

, 0 N i P
2 15 -1 05 0 05 1 18 2 -300  -200 -100 0 100 200 300
Fig.11; massa = 10"(-31) Fig.12; massa = 10"(-33)

Conviene sottolineare che la Meccanica di Schrodinger, poiché non si interessa allo stato
meccanico dei sistemi fisici che descrive, non fornisce alcuna informazione sui percorsi delle
particelle, e in particolare non permette di sapere attraverso quale fessura ogni particella
passa.

Se a valle dello schermo S' e in prossimita di ogni fessura poniamo un rivelatore che segnali
attraverso quale fessura ogni particella e passata, dovremo tener conto del fatto che le
particelle possono essere segnalate perché interagiscono coi rivelatori, e questa interazione
deve comparire nell’hamiltoniano che e presente nell’equazione di Schrédinger descrittiva
del fenomeno.

In conseguenza di cio si avra una variazione della distribuzione di densita di probabilita a
valle dello schermo dotato di fessure rispetto al caso in cui non sono presenti rivelatori: le
figure di interferenza potranno cosi essere sensibilmente modificate.
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Appendice A
TRASFORMAZIONE DI FOURIER
Consideriamo nello spazio tridimensionale una coppia di funzioni, in generale complesse,
. F _
Y(T) < »(y) (A1)

rappresentative della trasformata e della antitrasformata di Fourier

¥ = g [ o (A2
o) = ooy [ Ve (43

dove i simboli vettoriali usati stanno a indicare:
vl aa) = (2;)% /90(3/1,yz,ys)6“““*”“*”””dyldyzdys (Ad)
o(y1,Y2,Y3) = ﬁ/@D(azl,xg,xg)e_i(ylxl+y2x2+y3x3)daz1daz2dm3 (A5)

e dove I'integrazione si intende estesa da —oo a 4o00.

La (A1) e detta coppia di funzioni coniugate secondo Fourier o Fourier-coniugate.

Ci proponiamo di determinare alcune proprieta di una coppia di funzioni Fourier-coniugate,
proprieta alle quali la Meccanica quantistica si interessa perché ad esse possono essere
attribuiti importanti significati fisici.

In analogia con la definizione di “centro di massa” di una certa distribuzione di materia
introduciamo il concetto di “centro” o “valore medio” del dominio di definizione di ciascuna
delle funzioni ¢ e v, assumendo come analoghe della “densita di massa” le quantita ¢*
e p*p.

Conviene tener presente che il concetto di valore medio nei domini di definizione delle
densita ¥ *1) e ¢*p puo ricevere una interpretazione fisica se 1/*9 e p* sono sensibilmente
diverse da zero in un intervallo limitato dei rispettivi domini e pressocché nulle fuori da
tale intervallo.

Di questa ipotesi si terra conto nelle applicazioni che verranno fatte di quanto si dimostra
in questa Appendice A.

Il valor medio del dominio di definizione della ¥ * e espresso da

o @@
[ @@

(T) = (A6)

e analogamente quello del dominio della ¢*p e:

/ 70" (@)e (7)d7
W) = (A7)
/ o @)e(@)dy
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dove i simboli vettoriali stanno a indicare (nello spazio tridimensionale):

/xk¢*(_)¢(_)dx1dx2dx3
/’QD d(lﬁld{lfzd{lfg

;. k=1,2,3

/ykso @) @)dy1dya2dys
(yr) = - k=1,2,3

/ 0" (W) (Y)dy1dy2dys

Notiamo i diversi significati di z: se compare nell’argomento di una funzione indica la terna
delle variabili indipendenti x1, z2, x3; se € usato in dx significa dridxadxs; se compare in
un integrando o e isolato sta a indicare una terna di equazioni rispettivamente in z1, x2, 3.

Considerazioni analoghe valgono per la 7.

e (A6) e (A7), facendo uso delle (A2) e (A3), si possono riscrivere in un altro modo.

Infatti osserviamo che
e~V T dyf / so(y)e@'fc@] dT

(@;ff{/@ )
e [//

Z(y y)T ® dydy } dT

/U/ ’(yy)xdydy]dx
/ / 7 { / fei@‘?')'fdf] dydy'
" fwvan]

_ / / " (7 )e (@) {—i / Tl -V df] P
_ //90*@')90@) {/ei(?—ﬂ’)-zdf] T

Ora occorre ricordare la seguente rappresentazione della “funzione” § di Dirac

ovvero

. _ 1 e
S(R—-¢) = / ' R=E) kg

dove 5(% — E) = (5(331 — 61)5(332 — 62)5(333 — 63)

24
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Notiamo anche le proprieta di o

/ f(R)S(R — )R = £() (A9)
8"5(;;?_ 3)) _ (2711-)3 /(ikj)nei(ﬁ—g)ﬁd% (A10)
[rR ==y~ ) (A1)

cosicché, per la (A10)

// 7)iVy (7 — 7 )dydy —/ U 9)iVyo(y —7)dy| dy
// 0(y —9')dydy’ B /

da cui, per la (A11)

/ o @ )iV o @)y 7
/ o @)e@)dg

ovvero, eliminando in 3’ apice ormai inutile e richiamando, per confronto, la (A6)

(T) =

/ 74" (@)(T)dE / o @)V o(B)dy

T) = = (A12)
[e@w@a [ @
Con procedimento analogo si trova, richiamando per confronto la (A7)
[ wemar [v@civuae
y) = (A13)
/ & @@y / v (@
Notiamo che dalle (A2) e (A3) si ricava
[¢ @e@in= [ v @uia (A14)

Con ragionamenti analoghi e facendo ancora riferimento alle proprieta della funzione di
Dirac si trova che

) /xz “(T)p(T)dT - /90*@) (iﬁ%k)nw@dy (A15)
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. [ / e (—z—)nww
[ ¢ e [v @@

E facile concludere, a questo punto, che il valor medio di una qualunque funzione F'(T) o
F(y) sviluppabile in serie di Taylor puo essere espresso cosi:

(A16)

/ o (@)F (V) o (5)dy

/ 0" pdy

Introduciamo ora le varianze o scarti quadratici medi

/ O (@) F(—iV, ) (@) de
(F(y) = (A17)

[ vrviz

/ (2 — (22)) 24" bdE

(F(7)) =

(Axp)? = ((zr — (wr)?) =

(A18)

Yr — (yk)) @ ody

/ 0 pdy
e le associate deviazioni standard

ANxg = (o —@)?) 5 Due = VAl — ()2 (A20)

Conviene effettuare il cambiamento di variabile

(
(Ayr)® = {(yr — (yr))*) = / (A19)

X=2-() : Y=7-@ (A21)

dove
(X)=(Y)=0 (A22)

Inserendo nelle (A2) e (A3)le T e

<
=
s
<
&
+
)
o
&
=
)

—~
=
[N}
—

~—
2
o
@

si ottiene

$(X) = (21)3 / p(T) T+ @) g7 = _L_ it X+ / P(V)eV 0 XY gy
TT)2

: /¢ eIV H@)(K4@) 1§e—i<z>~<?+<y>> /¢(y)e—if-<y>e—ixydy
71'

Notiamo che 1)(X) e ¢(Y) non sono funzioni Fourier-coniugate. Se pero le riscriviamo cosi

H(X)e {TX+@) = 1 /90(7)ei7'<5>ei7~7d7
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1
(2m) 3

w(?)ei@).? _ /¢(y)e—i(f+<z>).<g>e_iyydy

otteniamo una coppia di funzioni Fourier-coniugate
P(X)e MO XH@) E o) ei® Y (A24)

che, introducendo una nuova coppia

_ R (A25)
O(Y) = p(Y)e' ™Y
possiamo scrivere cosi
_ [ _ 1 Ep—
U(X) = ! . /@(Y)e“ Ydy ; oY) = . /\If(X)e—ZX YdX (A26)
(2m)3 (2m)3
e dunque
p— F p—
U(X) «—— oY)

In virtu delle (A20) e (A21) si hanno le nuove espressioni degli scarti quadratici medi
(Dxr)® = (X5) & (Dye)® = (¥) (A27)

e delle deviazioni standard
Az = \[(XZ) 5 Dy =/(V) (A28)

VU =9y ; PO = Ty (A29)

e anche

cosicché alla (A15) e (A16) corrispondono le

_ o\" . —
/X,?\I/*\I/dX /CID* (i—ay ) ddY
n k
(X3) = — = — (A30)
/\Il*\IldX /(I)*(I)dY
_ 0N
(Yy") = = (A31)

/ O BdY / VUAX

Termina qui la fase preparatoria alla presentazione di una importante proprieta delle fun-
zioni Fourier-coniugate di cui ora ci occuperemo.

* * *
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Consideriamo ’espressione certamente non negativa

2
Xi g, OV

>
2(X2> +0X,; >0 (A32)

dove il soprassegno sull’indice ripetuto k sta a significare che non vi € somma su k.
Sviluppiamo la (A32):

2
2<)§<.1€2>‘I’+ 66; B <2<§%>\P* " gi) <2<)§‘1€2>\P+ 56;:)
2 . * )
“qEt Y 255@‘1’*66% * X% ok X, I,
: .
:W . mTllgai&;(X’ﬂw)_2<)lf,%>mw+§i§—i
:%ZX—?;@@ (1 >a§k(xk\p \p)+g§;§—;zo

Ora integriamo rispetto a X = X, X5, X3 entro un volume 7 scelto in modo che la ¥ si
annulli sulla sua superficie che indichiamo con ¢. Si ha cosi:

1 9 AR 1 0 . — ov* oV
W/T(XE — 2(X7))¥*WdX + 2(X%> /T e (X U™ ) dX + e 6XkdX >0
(A33)
Tenendo presente il Teorema di Gauss segue
1 P e 1 - ov* ov
W/TXE\IJ \IldX—2<T%>/T\II \IldX+2<T%>/UXk\I/ Un"do + 6Xk6XkdX>0
(A34)

Notiamo che il primo integrale rappresenta, per la (A30), il valor medio di X % moltiplicato
per fT\II*\IldY; il terzo si annulla su o cosicché rimane:

1 ) o1 . oU* OV
4<X%>2(XE>/T\I/ \pdx—@/T\p \Ide+/ ana—XkdX (A35)

ovvero, semplificando il primo termine ed effettuando la sottrazione

U
X > A
/\If UdX + /an andX 0 (A36)

(,%>

Consideriamo il secondo integrale della (A36) e osserviamo che si puo scrivere

ov* 6\11 — P
f—— | dX — \Il* X
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Inseriamo nella (A36) dopo avere applicato il Teorema di Gauss al primo integrale a mem-
bro destro

_ \\ 2¢
/\Il*\IldX-i—/\Il*a—n,;da—/\I/*a 5dX >0 (A37)

4(X2) oX;, 0X2

Il secondo integrale € nullo perché U* ¢ nulla su o; il terzo integrale, ricordando la (A31)
per n = 2, & esprimibile cosi:

*82\:[/ ~ % . 8 2 ~ 2 * B
/\1/ 6X%dX_—/T\I/ (_Za—X,;) \de_—<YE>/T\p UdX

La (A37) diviene quindi

(— @4—(3@%)[\1}*\1&1720

ovvero, essendo [ U*WdX =1

da cui

(X2)(YE) > (A38)

>~ =

Ricordando la (A27) e le (A18) e (A19) si puo scrivere per le varianze del dominio di
definizione della v e della :

(Axp)* (Ayp)? = % s (g — @) (e — (w)?) >

oppure, poiché

((z, — (zp)?) = (@ + (@) — 2 (2))
= (22) + (z)® — 2{z) (z7)
= (z2) — (z5)?

e analogamente ((yz — (yz))?) = (¥2) — (y

(hapP (w2 5 () — ) () — ) >

mentre per le deviazioni standard si ha

Aedye > 5 () — () — ) >

La (A39) ¢ la proprieta delle funzioni Fourier-coniugate di cui ci eravamo proposti di
mostrare ’esistenza.

Essa ¢ ’espressione di un vincolo che lega Axy e Ayi: se Yp* & addensato attorno al valor
medio del dominio di definizione, allora pp* ¢ disperso; viceversa, se ¥1)* ¢ disperso, allora
pp* ¢ addensato attorno al valor medio del dominio di definizione della pp*.

Ad esempio, se ¥1* tende a divenire una “funzione impulsiva” del tipo di Dirac, allora
pe* tende a diventare una funzione uniforme.

In altre parole, se Az, — 0, allora Ay, — oo e viceversa, in modo tale che la (A39) sia
sempre verificata.

ol
~
\V]

, 81 puo scrivere

(A39)
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E interessante notare che la quantita a membro sinistro della (A32) assume il suo valore
minimo, che e lo zero, quando

Xi . — ov (X)
U(X)=—- A4
axy) V) = "o (440)
e di conseguenza la (A38) diviene
2\ /2y _ L
(XYg) = (Ad1)

La (A40) pud essere integrata col metodo di separazione delle variabili ponendo ¥(X) =
\Ifl(Xl)\IJQ(XQ)\Ifg(Xg) e si ottiene

2
X

U (Xy) = e HXR) (A42)

dove C} e una costante di integrazione non dipendente da X che deve essere determinata
imponendo che valga la (A41). Se allora assumiamo che sia

/ UiUdX; = A (A43)

dove A e una costante reale da definirsi in base a una qualche condizione da imporsi
sull’integrale e teniamo conto del fatto che (v. eq. (A31))

* 2% \p- _ % 0 0¥ 9y,
f\PE(X’f) (‘a—Xg\Ijk(X’f)) dXF B —J {a;?(,; (‘I’kagj(k) - ax’,—: 8XZ } dXF

Y p—
(¥e) J U UdX;, J U UdX;,

segue, per il Teorema di Gauss,

Oy oy

Jax o™
W) = J Vv dX;

da cui, tenendo presenti le (A42) e (A43)

X; X;
1 Xz _72 X 4l x2
2 L Xi THXD 4 Xi THXD) o
X2
_ |Gy / AN, X
2A X2 2<X%> 2<X%>
|C'“| O /52 Cag ;= 1k
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Per effettuare 'integrazione occorre richiamare la funzione I"

+oo
[ (mt1 r(m 1 1-3-5--- i
/fme_aézdfz (m-42-1): (21_2) — — 272
a 2 a a2

e si ottiene cosi, essendom =2ea =1
P 2 12 2
v2) - &3 2<X,;>ﬁ _ |Crl7y/2m(XE)
F 2A(X2) 2 4A(X2)

e quindi, per la (A41):
(Gl fr (X

X3) = -
HTTLA(XE) 4
da cui s
A
|Crl = 2\)1/4
(2m (XY
Assumendo per C} una fase zero si ottiene infine dalla (A42)
2
TR 7
Ue(Xk) = | ooz € HXE)
(2m)F (X2)3

Notiamo che

2
/\p;;\pkdxk - /62<XE> dX; = A

A
\/ 27 (XZ)

in accordo con la (A43). Si ha anche, per definizione di trasformata di Fourier:

: - 1 2 — 1 XYz
D (Yy) Ui (Xg)e "R Rd Xy = / E dXz
= i oo k
Poiché

l\)l»—t
l\)l»—t

—+o00

2
a
si puo scrivere
1 A s 12
O (V) = e HXP) —
vor\[ (2m)3 (X2)3 4<)1(;j>
2 2
_ Y2E — Y2E
2 1 2\ 1 1
_ 47rA§XE> . 44<X5> _ 2A( E1>2 44<X%>
2m(2m)2 (XI%> 2 (2m)2
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= —L - si pud scrivere infine:

N|=

Tenendo presente la (A41), da cui si ricava 2(X?)

(vz)3

R0

2

P (Yy) = %6 (Y5
(2

Passando alle U(X) = ¥ (X)Us(X2)¥3(X3) e ®(Y) = ®(Y7)P(Y2)P(Y3) si ottiene

X2

_Z 3

< _ 1 VXY v A(X5)
(X) (QW)%/(I)( et rdy =ae  k k
Y_2

_Z 2
vy - iXY AYE)
) = Gyt | 9TV = e

con

A3
TN\ Cr AL Ava s

e con analogo ragionamento

6= A
\ (2m)3/2 Ay Aya Ays

Le ¥(X) e ®(Y) sono una coppia di funzioni Fourier-coniugate per le quali vale la (A41).
Tenendo conto delle (A25) si ottiene

—Eiam_x +ilg) -7
Y(T) = ae Ak (A44)

e anche
yk - . _ —
- Z Ayk —i(y— () - (@)
¢(y) = Pe (A45)
In accordo con la (A41), le deviazioni standard dei domini di definizione della v e della ¢
soddisfano la relazione

1
Axip Ay = 3 (A46)

32



E. Borghi - Flusso di particelle attraverso uno schermo dotato di fessure - Appendice B

Appendice B

La funzione d’onda nelle coordinate 9 (R,t) e la funzione d’onda nei momenti ((p,t) sono,
per ogni fissato istante t, Fourier-coniugate, cioe

— 1 = —
Y(R,t) = PE /90(1_9, elFRdp 3 R=xzy,2 ; []=/lunghezza]”? (B1)
' -
o(p,t) = el /@D(ﬁ,t)e_i%'nd_ . D=Debyspe 5 |g] = [momento]”:  (B2)

in accordo con le (A2) e (A3) dell’Appendice A se in esse poniamo @ = R ey = p/h cosicché
dy = dp/h® (la costante 1/h3 & stata ripartita fra trasformata (1/h2) e antitrasformata
(1/h?2), in analogia con quanto ¢ stato fatto con la costante 1/(27)3 nelle (A2) e (A3)).
Per rendercene conto riprendiamo I’equazione di Schrodinger nelle coordinate espressa dalla
(1) dell’Introduzione:

- 2 _
VR )y yRyy — in2Y = (B3)
2m0 ot
Moltiplichiamo per e—IER o integriamo rispetto a R:
“+oo B hv “+oo B “+oo B 6
/e_ PR CIVR) / FRYR)AR — ik / FRW R _0 (B
2m0 ot
Teniamo ora presente la (C1) dell’Appendice C che riscriviamo cosi:
f(V29) =V -(fVg) = (Vf)- (Vyg)
e integriamo:
—+o00 —+o00 —+o00
[ 102 9dR = [v-(179)dR~ [(5) - (vo)iR (B5)
Assumendo T
f=emR 5 g=19 (B6)
si puo riscrivere il primo termine della (B4) nel modo seguente
“+oo
[ ER G paR Ve - (e7 7R (Vre))dR
- m / R - 2m0 / R ( R@b)) +
RO D
.D %
-1-% / ( zﬁ)e - (VrY)dR
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- Applicando il teorema di Gauss al primo integrale a membro destro e supponendo che
e~ R (V1)) si annulli all'infinito rimane:

h2 _;P R —2 = h2 2_9 E R T
- 'R = — (| —1= 'R B
oo [ R paR = (=B [ FRwraR (@)
Ora osserviamo che si ha
+ o0 o0 +oo
[ 199dR = [ Visg)iR ~ [ (R (B8)
percio nella (B7) il membro destro puo essere riscritto cosi
AV N
R N R —
2m0< Zh) /e (VrY)dR
BB\ [/ P
LY Y 3 g > _ _,B ) _,B _ig.ﬁ —
2m0 Z /VR Y)dR 2m0< Zh) / ( Zh)e ydR

Applicando il teorema del gradiente

/VgpdT:/goﬁda

al primo integrale a membro destro e assumendo che la quantita e
finito rimane

TR, . I
~i% "R 4) si annulli all’in-

h2 . —+o0 9 —+oo
.p PR 73 p —iER i
([ ). R R = —— R
2mo ( Zh) / ¢ VrRydR =5 / ¢ yd
e quindi la (B7) diviene
2 o 3.5 . p? b B
—m / e_lﬁ R V%@Dd = 2—’)’}’1,0 /G_Zﬁ R 'de (Bg)

Sostituendo la (B9) nella (B4) si ottiene

—+o00 —+o00o —+o00
2 —_ _ —
L /e iR ¢dR+/ - %'Rv@@bdn—mﬁf e R RYdR = 0 (B10)
2m0 ot

A questo punto, dopo aver moltiplicato per 1/h3/2, & facile mostrare che questa & equa-
zione di Schrodinger nei momenti. Infatti tenendo conto delle (B2) e (B1) si puo scrivere:

“+oo “+oo
2 _ i
b R R e
ST o(D,t) + 3 /e V(R)h% /e o@,t)dp'dR — ih o =0 (B11)
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OVVero
9 “+o0 1 “+ 00 _ ﬁ a (_ t)
P i -P) R —r v 9PBt) B12
2m090(pa t) + / (@) /e V(R) 3 o(p',t)dp’ —ih 5 0 (B12)
da cui, per la (A8) e la (A9) dell’Appendice A:
2 o 00(P, 1)
p — S —r . OP\D,
5 - - = B1
Qmoso(p, t)+ /V(p P)p(p', t)dp’ — ih—— 0 (B13)

Questa non e ancora l’equazione di Schrédinger nei momenti che conosciamo, ma suppo-

niamo che V(R) sia esprimibile come serie di potenze:
V(R) = aR+ bR + R+ (B14)

e inseriamo il primo termine di questo sviluppo nell’integrale a membro sinistro della (B12):

+oo 1 +o0 . ﬁ
/ (27)3 /ei@ _ﬁ)'%aﬁdﬁ e, t)dp’ =
+o0 o +oo ) ﬁ
—a (5—7). R U=~ _ —
- / (2r)3 /el(p P ﬁRd? e, t)dp’
o5 - p
= —iah / WP it )i
Ip
= iah L’Og;’ 2

dove si e fatto uso della (A11) dell’Appendice A.
Ripetendo il procedimento per gli altri termini si trova

—+oo —+o00 _
1 = R — R 0 0 \2
i(p'—p) ¥ = = H S . n
/ @) /e V(R)dh3 oD, t)dp {mhﬁfo + b<m61_9) + }ga(p, t)

— 00 — 00

Confrontando le quantita entro parentesi graffe con la (B14) si vede che si puo scrivere

+oo +oo -
1 (5 —B). Ry R 0
i(p'—P) & v —/ = _ 5 Y _
/ 27)? /6 V(R) 3 o(p',t)dp V<Zhaz_j)<,0(p, t) (B15)
Sostituendo la (B15) nella (B12) si ottiene
2 _
P~ : 00ty o O
ST p(p,t) + V(ihVp)p(p,t) —ih—p— =0 ; hVp =ih 5 (B16)

che coincide con 'equazione di Schrodinger nei momenti espressa dalla (2) dell’Introdu-
zione, la quale appare cosi come una specializzazione della pill generale equazione inte-
gro/differenziale (B13).

Si e cosl verificato che

b (R,t) <= o(p,t) (B17)
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Appendice C

Indichiamo con @(R) un generico vettore e con f(R) e g(R) due grandezze scalari; con
R = z, vy, z viene indicato il vettore posizione di un punto nello spazio cartesiano ortogonale.
Con 7,,n = 1,2, 3 viene indicata la terna ortonormale dei versori di base in questo spazio.
Si ha:

0

V- (fa) =70k - (famim) ; o = %

= Ok(fam)Okm ; Ogm = delta di Kronecker

Se @ = Vg si ottiene

V- (fVg) = (Vg)  (Vf)+ f(Vg) (C1)
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